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Ïóñòü Q  êîìïëåêñíàÿ n×n  ìàòðèöà, òî åñòü Q ∈ Cn×n . ×èñëîâûì îáðàçîì
(õàóñäîðîâûì ìíîæåñòâîì) ìàòðèöû Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
W (Q) = {(Qz, z)Cn : z ∈ C
n, ‖z‖Cn = 1}. (1)
Ìíîæåñòâî W (Q) , î÷åâèäíî, çàìêíóòî. Âàæíàÿ ðîëü â ìàòðè÷íîì àíàëèçå ïðè-
íàäëåæèò êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ô. Õàóñäîðà [1℄:
Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî W (Q) âûïóêëî.
Ïîäðîáíûé îáçîð ñâîéñòâ ìàòðè÷íîãî ÷èñëîâîãî îáðàçà ìîæíî íàéòè â [1, 2℄.
Ïóñòü A , B  ñèììåòðè÷íûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n × n . àññìîòðèì
îòîáðàæåíèå
FA,B : R
n → R2; FA,B(x) = ((Ax, x)Rn , (Bx, x)Rn), x ∈ R
n. (2)
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáðàç R(FA,B) ïðîñòðàíñòâà R
n
ïðè îòîáðàæåíèè F ÿâëÿ-
åòñÿ êîíóñîì â R2 , âîçìîæíî, íåçàìêíóòûì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ë. Äàéíñà [3℄
òàêæå õîðîøî èçâåñòíà.
Òåîðåìà 2. Êîíóñ R(FA,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
Óñòàíîâèì ñâÿçü âûïóêëûõ ìíîæåñòâ èç òåîðåì 1, 2. ×åðåç coneM = {tx : x ∈
∈ M, t ≥ 0} îáîçíà÷àåòñÿ êîíè÷åñêàÿ, à ÷åðåç convM ñòàíäàðòíàÿ âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà M ⊂ R2 ; M + N = {x + y : x ∈ M, y ∈ N} åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñóììà ìíîæåñòâ M,N ⊂ R2 . Êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C îòîæäåñòâëÿåì ñ âåêòîð-
íûì ïðîñòðàíñòâîì R2 .
Ïðåäëîæåíèå. R(FA,B) = coneW (A+ iB) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â (1) Q = A+iB , z = x+iy , x, y ∈ Rn è ïîëüçóÿñü
ðàâåíñòâàìè A∗ = A , B∗ = B , ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:
coneW (A+ iB) = {((Ax, x)Rn + (Ay, y)Rn , (Bx, x)Rn + (By, y)Rn) : x, y ∈ R
n}.
Ââèäó (2) âêëþ÷åíèå R(FA,B) ⊂ coneW (A + iB) î÷åâèäíî. Îáðàòíî, èç ïîëó-
÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíóñà coneW (A + iB) ñëåäóåò, ÷òî coneW (A + iB) ⊂
⊂ R(FA,B) + R(FA,B) . Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 2 êîíóñ R(FA,B) âûïóêëûé, òî
R(FA,B) +R(FA,B) = R(FA,B) . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ãðàíèöû âûïóêëîãî ìíîæåñòâà
W (Q) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû Q ∈ Cn×n . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ â ýòîì ñëó÷àå
àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì è îïèñàíèå êîíóñà R(FA,B) . Íèæå ÷åðåç En îáîçíà÷àåì
åäèíè÷íóþ n × n-ìàòðèöó. Ëþáàÿ ìàòðèöà Q ∈ Cn×n îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â
âèäå Q = A + iB , ãäå A,B ∈ Cn×n , A∗ = A , B∗ = B . Èìåííî, A =
1
2
(Q + Q∗) ,
B =
1
2i
(Q−Q∗) . Èñêîìóþ àíàëèòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ÷èñëîâîãî îáðàçà W (Q)
äîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ï.À. Øèðîêîâà [4; 5, ñ. 453459℄, îòíîñÿùàÿñÿ ê
30-ì ãîäàì äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ.
Òåîðåìà 3. W (Q) åñòü íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå àë-
ãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ S(Q) ⊂ R2 = {(ξ, η)} , îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:
÷åðåç êàæäóþ òî÷êó S(Q) ïðîõîäèò êàñàòåëüíàÿ uξ + vη = w , òàíãåíöèàëüíûå
êîîðäèíàòû (u, v, w) ∈ R3 êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ det(uA + vB −
− wEn) = 0 . Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Q ëåæàò â âåùåñòâåííûõ îêóñàõ
êðèâîé S(Q) .
Òàêèì îáðàçîì, W (Q) = convS(Q) , R(FA,B) = cone [convS(A+ iB)] .
Ê ñîæàëåíèþ, ðàáîòà Ï.À. Øèðîêîâà [4℄ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ íåçà-
ìå÷åííîé ñîîáùåñòâîì ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ìàòðè÷íîãî àíàëèçà. Òîëüêî ýòèì
ìîæíî îáúÿñíèòü òîò àêò, ÷òî â ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèÿõ ïî äàííîé òåìàòèêå
â êà÷åñòâå àâòîðà òåîðåìû 3 óêàçûâàåòñÿ . Êèïïåíõàí, à êðèâàÿ S(Q) èìåíó-
åòñÿ êðèâîé Êèïïåíõàíà (ñì., íàïðèìåð, [611℄). Â [6℄ òåðìèí Kippenhahn urve
äàæå âíåñåí â ðàçäåë Key words and phrases, ÷åì ïîä÷åðêíóò îáùåïðèíÿòûé õàðàê-
òåð ýòîãî òåðìèíà. Óêàçàííûå ïóáëèêàöèè ñîïðîâîæäàþòñÿ ññûëêàìè íà ðàáîòó
1951 ãîäà [12℄, ãäå òåîðåìà 3 áûëà äîêàçàíà ïîâòîðíî. Íåäàâíî îïóáëèêîâàí àí-
ãëèéñêèé ïåðåâîä ñòàòüè [12℄ (ñì. [13℄). Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî ïåðåâîäà åãî àâòîðû
ìîòèâèðóþò ([13, Abstrat℄) èìåííî ïîñòîÿííûì öèòèðîâàíèåì ðàáîòû [12℄ ñïåöè-
àëèñòàìè, èññëåäóþùèìè ÷èñëîâûå îáðàçû ìàòðèö. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, íàçâàíèå
êðèâîé S(Q), âûíåñåííîå â çàãîëîâîê, ÿâëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêè áîëåå îïðàâäàííûì.
Summary
M.Yu. Kokurin. On P.A. Shirokov's Curve and Theorems of Hausdor and Dines.
We disuss relations between geometri results obtained by P.A. Shirokov in 1930-s and
lassial theorems of F. Hausdor and L. Dines.
Key words: quadrati form, numerial range, boundary urve.
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